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1 Notations O, o, θ

Vos 
onnaissan
es solides en terme de limites à l'in�ni vous permettent de

savoir que :

lim
x→+∞

ex

x2
= +∞;

lim
x→+∞

ln(x)− x = −∞;

lim
x→+∞

2x2 − x3

3x3 − x
= −1

3
.

Se 
a
he derrière la notion de 
omparaison asymptotique (i.e. à l'in�ni) et

de savoir qui 
onverge plus rapidement vers l'in�ni.

Les mathémati
iens ont des notations pour dé
rire di�érentes 
omparaisons

asymptotiques et les informati
iens peuvent être amenés à les utiliser si ja-

mais ils leur vient à l'idée de faire des 
al
uls de 
omplexité d'algorithme.

Dé�nition 1.1

Soient f une fon
tions réelle pour laquelle la limite en +∞ a un sens.

On dé�nit les ensembles suivants :

1) o(f) = {g fon
tion réelle | ∃x0 > 0 t.q. g(x) = ǫ(x) · f(x) ave


lim
x→+∞

ǫ(x) = 0} ;

2) O(f) = {g fon
tion réelle | ∃x0, k > 0 t.q. |g(x)| 6 k · |f(x)|
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pour x > x0} ;
3) Θ(f) = {g fon
tion réelle | ∃x0, k1, k2 > 0 t.q.

k1 · |f(x)| 6 |g(x)| 6 k2 · |f(x)| pour x > x0} ;
4) Ω(f) = {g fon
tion réelle | f ∈ O(g)} ;
5) ω(f) = {g fon
tion réelle | f ∈ o(g)}.

Remarques :

1) Il y a une autre dé�nition de O(f). On a donné 
elle utilisée en théorie

des algorithmes (Knuth).

2) g(x) = ǫ(x) · f(x) est équivalent à

g(x)

f(x)
= ǫ(x) dès lors que f(x) 6= 0.

g ∈ o(f) est don
 équivalent à lim
x→+∞

g(x)

f(x)
= 0 dans 
e 
as-là.

3) f ∈ o(g) ⇐⇒ g ∈ ω(f) et f ∈ O(g) ⇐⇒ g ∈ Ω(f).

4) f = Θ(g) ⇐⇒ f ∈ O(g) et g ∈ O(f).

Notation :

Ne re
ulant devant au
une ignominie, l'usage a toléré la notation suivante :

� f = O(g) � ou � f(x) = O(g(x)) � au lieu de f ∈ O(g).

Et de même pour les autres notations. . . Que dire devant tant de bassesse. . .

1) Comme lim
x→+∞

xn

ex
= 0, on peut dire que xn = o(ex) (ou ex = ω(xn)) ;

2) Soit k ∈ R
+
. Comme xn = o(ex), il existe xk tel que

xn

ex
< k ⇐⇒ xn = k·ex

pour x > xk. Par 
onséquent, on a aussi xn = O(ex).

3) En général, on peut dire que si f = o(g) alors f = O(g).

On peut se rappeler des di�érentes notations de 
omparaisons en faisant les

analogies suivantes :

f = o(g) (
roissan
e asymptotique de) f < g

f = O(g) (
roissan
e asymptotique de) f 6 g

f = Θ(g) (
roissan
e asymptotique de) f = g

f = Ω(g) (
roissan
e asymptotique de) f > g

f = ω(g) (
roissan
e asymptotique de) f > g

2 Lien ave
 la 
omplexité algorithmique

Pour estimer la performan
e d'un algorithme, de manière théorique, on ne


her
he pas à déterminer exa
tement le temps de 
al
ul (par exemple) 
ar
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ela dépend de beau
oup de paramètres extérieurs à l'algorithme (puissan
e

de la ma
hine, langage utilisé, 
ompilation. . . ) et surtout des données à trai-

ter.

Se donner une mesure de la 
omplexité 
'est se donner un 
omportement

asymptotique de la durée du traitement en fon
tion de la taille des données

à traiter.

Dire qu'un algorithme est θ(10n) veut dire la 
hose suivante : lorsque la taille
passe d'un ordre n = 10 à n = 12 le temps de 
al
ul est multiplié par 100 !
C'est mal !

A l'inverse, si l'algorithme est θ(log(n)), la taille peu doubler et 
ela ne ra-

joute qu'un temps 
onstant de 
al
ul à 
haque fois : 
'est bien !

Plus 
on
rètement, les algorithmes de tris vus pré
édemment sont entre

O(n log(n)) et O(n2).
Il y a un autre é
ueil : les données elles-mêmes ont une in�uen
e sur l'algo-

rithme. On peut faire exploser le temps de 
al
ul d'un des tris de la feuille

pré
édente en 
hoisissant bien le tableau en entrée. On peut don
 être amené

à 
al
uler la 
omplexité d'un algorithme en temps moyen ou au 
as le plus

mauvais.

3 Un résultat pour les algorithme ré
ursifs

Notons T (n) la 
omplexité d'un algorithme ré
ursif véri�ant :

T (n) = aT
(n

b

)

+O(nc)

ave
 a > 1 et b > 1.
Alors :

T (n) =







O
(

nlogb(a)
)

si c < log
b
(a)

O (nc log(n)) si c = logb(a)
O (nc) si c > log

b
(a)

4 Exer
i
es

Exer
i
e 1

Supposons qu'on ait un ordinateur e�e
tuant 1000 opérations signi�
atives

par se
onde (
'est très peu, vous vous êtes visiblement fait arnaquer, il faut

aller au sav !). Si n est la taille des données, remplir le tableau 
i-dessous

donnant l'ordre de grandeur du temps de 
al
ul suivant la 
omplexité :
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n 10 100 1000 10 000 100 000 1 000 000
logn
n 0, 01s 0, 1s 1s

n log(n)
n
√
n

n2

n3

2n

n!

Exer
i
e 2

1) Donner la 
omplexité des algorithmes suivants :

Hellos World(n) :

pour i = 1 à n faire

pour j = 1 à n faire

A�
her "Hello World"

�n pour

�n pour

Hellos World2(n) :

pour i = 1 à n faire

pour j = i à n faire

A�
her "Hello World"

�n pour

�n pour

Hellos World3(n) :

si n > 1 alors
Hellos World3(n/2)

Hellos World3(n - n/2)

�n si

A�
her "Hello World"

2) Quels sont les 
omplexités des algorithmes de re
her
he d'éléments dans

un tableau ?

3) Quels sont les 
omplexités des algorithmes de tris ?
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